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Аннотация

Задача сокращения продолжительности проекта в условиях ограни
ченных возобновляемых ресурсов (RCPSP) уже более 50 лет является 
одной из самых популярных тем исследований в области математиче
ских моделей управления проектами. На сегодняшний день примене
ние точных оптимизационных методов на практике оказывается невоз
можным, поэтому для решения этой задачи используют эвристические 
методы. Среди множества эвристических методов значительную долю 
занимают так называемые многопроходные методы формирования 
расписания, основанные на последовательном применении разных 
эвристических правил разрешения ресурсных конфликтов к одному и 
тому же проекту. Если при этом каждое новое расписание получается с 
использованием случайных чисел, то говорят о сэмплировании. В этой 
статье будет сделан обзор существующих методов сэмплирования и 
проведено исследование их эффективности на базе проектов PSPLIB. 
Кроме того, получено подтверждение, что при большом количестве 
итераций в методе сэмплирования параллельные схемы превосходят 
последовательные, и построен новый метод сэмплирования, комбини
рующий различные схемы и правила приоритета.

Abstract

The project duration reduction problem in the conditions of limited renew
able resources is one of the most popular themes within researches in area 
of project management’s mathematical models during more than 50 years. 
Nowadays applying of exact optimization methods in real practice is impos
sible, so heuristic methods are used in this problem resolution. Among a set 
of heuristic methods there is a considerable share of socalled multipass 
scheduling methods based on consecutive application of different heuristic 
rules of resource conflicts resolution to the same project. If at this each new 
schedule turns out with use of random numbers, they speak about sam
pling. In this paper a review of existing sampling methods will be made, and 
their efficiency research on the basis of PSPLIB projects will be conducted. 
Besides, has been received a confirmation that at a large number of itera
tions in a sampling method the parallel schemes surpass consecutive ones, 
and a new method of sampling combining various schemes and rules of 
priority has been constructed.

Ключевые слова: расписание проекта, ограниченные ресурсы, сэм
плирование, продолжительность проекта.

Keywords: project schedule, limited resources, sampling, project duration. 

УДК 005.8

МЕТОДЫ И ИНСТРУМЕНТЫ УПРАВЛЕНИЯ ПРОЕКТАМИ

1. Введение

Практически в каждом проекте есть ограничения 

на использование возобновляемых ресурсов. Таки

ми ресурсами обычно являются: труд отдельных 

специалистов и исполнителей, выполняющих ра

боты проекта; машиночасы дорогостоящего или 

редкого оборудования (например, суперкомпьюте

ров) и другие ресурсы, которых можно потратить 

только ограниченное количество в каждый период 

выполнения проекта. При использовании подобных 

ресурсов нередко возникают ресурсные конфликты, 

заставляющие либо задержать выполнение некото

рых работ проекта до того момента времени, когда 

освободится нужный ресурс, либо тратить допол

нительные деньги на привлечение еще одной еди

ницы занятого ресурса. Здесь и далее мы будем 

считать, что второй вариант недоступен. Также бу

дем предполагать, что нет возможности прерывать 

выполнение работ. В этих условиях будем решать 

задачу нахождения такой последовательности вы

полнения работ, при которой продолжительность 

проекта будет минимальна.

Задача сокращения продолжительности проекта 

в условиях ограниченных возобновляемых ресурсов 

(RCPSP) уже более 50 лет является одной из самых 

популярных тем исследований в области математи

ческих моделей управления проектами. Одна из 

самых первых попыток решения этой проблемы 

связана с методом критического пути [9]. Было 

предложено для разрешения ресурсных конфликтов 

задерживать выполнение той работы, у которой 

полный резерв, рассчитанный по методу критиче

ского пути (МКП) без учета ограничений на ресур

сы, оказывался больше. Как показали многочислен

ные исследования [2; 3; 12; 6], такое правило SLK 

(с небольшими уточнениями) оказалось одним из 

самых лучших эвристических правил. Только в 1996 г. 

профессором Р. Колишем [12] было предложено 

НИР. Российский журнал управления проектами  (№ 3, 2014). 54:1424
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Методы и инструменты управления проектами

правило WCS (Worst Case Slack), которое превзошло 

по эффективности SLK.

Огромное внимание к эвристическим правилам 

минимизации продолжительности проекта обуслов

лено тем, что любой оптимальный метод является 

NPсложным [4]. Это означает, что во многих слу

чаях на практике найти оптимальное решение прак

тически невозможно.

Математически строгая формулировка этой проб

лемы на языке целочисленного линейного програм

мирования была предложена в 1968 г. [16].

В проекте nработ, первая и последняя являются 

вехами старта и финиша соответственно. В проек

те используется K различных ограниченных ресур

сов. В каждый период доступно всего a
k
 единиц 

каждого ресурса. Каждая работа имеет продолжи

тельность d
i
 и требует для своего выполнения r

ik 

единиц kресурса. Прерывать выполнение работ 

недопустимо.

Переменными модели являются x
it
 – булевы пе

ременные, принимающие значение единицы, когда 

работа i заканчивается в момент времени t. Тогда 

окончание работы i будет рассчитываться по следу

ющей формуле:

f t x x x xi it
t

i i i= ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ +∑ 1 2 31 2 3 ... ,

где t – временные единицы проекта (например, 

дни).

Общая формулировка проблемы будет выглядеть 

так:

t xntt EFTn

LFTn ⋅ →
=∑ min  — целевая функция (окон

чание последней работы проекта);

xit ∈{ }0 1,  — для каждой iработы и tпериода 

(булевы переменные);

xntt EFTi

LFTi
=∑ =1  — требование того, чтобы у каждой 

iработы было только одно окончание;

t x t x ditt EFTi

LFTi
jtt EFT j

LFT j
j⋅ ≤ ⋅ −

= =∑ ∑  — для каждого 

отношения предшествования i  j;

r x aikq t EFTi

t di LFTi
i

n

iq k= { }
+ −{ }

= ∑∑ ⋅ ≤
max ,

min ,1

1

 — для каждого ре

сурса k = 1, …, K и для каждого периода t = 1, …, T.

Другие постановки оптимизационной задачи для 

RCPSP были рассмотрены нами ранее [1].

Все эвристические методы нахождения допусти

мого расписания проекта в условиях ограниченных 

ресурсов обычно делятся на несколько классов:

1) конструктивные методы;

2) улучшающие методы;

3) метаэвристические методы.

Конструктивные методы позволяют с нуля по

строить допустимое расписание. Улучшающие ис

пользуют базовое расписание для генерации ново

го, более качественного. Метаэвристические мето

ды позволяют последовательно улучшать ряд базо

вых допустимых расписаний.

Конструктивные методы определяются тремя 

компонентами. Первым компонентом является 

правило приоритета (Priority Rule) отбора работ,  

с помощью которого определяется, какая работа 

будет задержана при возникновении ресурсных 

конфликтов. Вторым компонентом является схема 

формирования расписания (SGS1). Существуют две 

схемы: последовательная и параллельная. Схемы 

были тщательно исследованы в работе [13]. И по

следним компонентом является направление,  

в котором строится расписание. Можно строить 

расписание от первой работы к последней, можно 

наоборот, а можно двигаться сразу с двух сторон.  

В таких случаях говорят о прямой (FW), обратной 

(BW) и двунаправленной (BI) схемах формирования 

расписания.

Количество хороших правил приоритета – не

сколько штук. С учетом различных схем построения 

расписания получается всего несколько десятков 

конструктивных методов, которые способны при

вести к разным расписаниям. А для многих улуч

шающих методов (особенно для метаэвристических) 

необходима возможность генерации большого числа 

допустимых расписаний. Кроме того, стало понят

но, что для повышения качества расписания для 

одного проекта стоит применять различные кон

структивные методы и из результатов их работы 

выбирать наилучший. Такие методы называются 

многопроходными конструктивными, так как они 

предполагают, в отличие от однопроходных кон

структивных, определение старта каждой работы 

проекта несколько раз. Именно эта операция зани

мает основное время при работе конструктивного 

метода.

Один из способов создания многопроходного 

конструктивного метода с большим количеством 

разнообразных генерируемых расписаний заклю

чается в использовании датчика случайных чисел 

для генерации приоритетов работ при некоторой 

выбранной схеме формирования расписания. Такие 

методы называют сэмплированием. Они представля

ют собой разновидность метода МонтеКарло. Эф

фективность и особенности именно этих методов 

мы исследуем.

1 Scheduling Generation Schema.
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2. Равномерное и смещенное 
сэмплирование

Одним из самых удобных и эффективных прак

тических методов решения сложных комбинаторных 

задач (в том числе оптимизационных) стал метод 

МонтеКарло, который получил второе рождения 

благодаря американскому проекту «Манхэттен» 

создания ядерной бомбы. Метод оказался чрезвы

чайно простым в применении и нетребовательным 

к вычислительным ресурсам, которые в то время 

были еще очень слабыми. В работе [10] утверждается, 

что своим названием «метод МонтеКарло» он обя

зан известному математику Джону фон Нейману. 

До этого этот метод назывался «случайное блужда

ние» (random walk).

Равномерным сэмплированием (RAS1) в управлении 

проектами называют конструктивный эвристический 

метод, у которого зафиксирована некоторая схема 

формирования расписания и направление его по

строения. При этом приоритеты работ выбираются 

случайным образом. Вероятности выбора той или 

иной работы равны. Получение каждого допусти

мого расписания этим методом будем называть 

итерацией.

В пределе с помощью равномерного сэмплиро

вания можно перебрать все допустимые расписания. 

Хотя для этого и потребуется слишком много вре

мени. Нас больше интересует способность метода 

быстро приближаться к оптимальному решению на 

самых первых итерациях. Равномерное сэмплиро

вание с этой точки зрения будет представлять собой 

самую плохую скорость сокращения продолжитель

ности, с которой мы будем сравнивать другие ме

тоды, чтобы понять, насколько они хороши.

Еще в 1953 г. [10] для исправления недостатков 

метода МонтеКарло был предложен метод смещен

ного  сэмплирования (BRS2), суть которого заключа

лась в том, чтобы повышать вероятности генерации 

решений, лежащих в областях, в которых наличие 

оптимальных решений наиболее вероятно. Эти об

ласти определяются исходя из теоретических соо

бражений для каждой оптимизационной задачи. 

Подобные изменения способны существенно по

высить точность метода МонтеКарло при меньшем 

числе итераций.

Первая серьезная попытка применения BRS для 

задач управления проектами была предпринята 

Дейлом Купером в 1976 г. [5].  Предлагалось для 

каждой итерации использовать фиксированную 

схему построения расписания и правило приори

1 Random Sampling.
2 Biased Random Sampling.

тета. Приоритеты определялись случайным образом 

на основе вероятностей, которые на каждом этапе 

применения параллельной схемы определялись 

следующим образом в зависимости от приоритета, 

полученного по зафиксированному правилу:

p
z

zi

i

k
k S

=

∈
∑

если правило приоритета предпола

гает выбор работы с максимальным 

значением приоритета (например, 

MTS3);

p
z

z

i

i

kk S

=

∈
∑

1

1

если правило приоритета предпола

гает выбор работы с минимальным 

значением приоритета (например, 

SLK).

Здесь и далее индекс i пробегает все работы из 

множества S работпретендентов, из которых осу

ществляется выбор на данном этапе применения 

последовательной или параллельной схемы. z
i
 пред

ставляют собой значения приоритета работы, рас

считанные по фиксированному правилу. Будем 

далее обозначать этот метод BRSC.

По сути, значения приоритета работ использу

ются в качестве весов при расчете вероятностей. 

Таким образом, в процессе сэмплирования будут 

получаться расписания, основная масса которых 

будет получаться небольшими изменениями распи

сания, полученного обычным конструктивным ме

тодом с использованием данного правила приори

тета.

Из приведенных формул также видно, что зна

чения приоритетов должны быть как минимум не

отрицательные, а в случае необходимости миними

зировать приоритет – строго положительными. Для 

выполнения последнего условия Купер предложил 

прибавлять единицу ко всем значениям приорите

та. Например, если в качестве правила приоритета 

используется правило минимального резерва (SLK), 

то в качестве значений приоритета предлагается 

брать величину резерва плюс единица.

В 1989 г. в работе [3] был предложен альтерна

тивный способ расчета вероятностей для работ в 

случае минимизации значений приоритета (будем 

в дальнейшем его обозначать BRSAVT).

′ = −z M zi i

минимизация значений приоритета, 

где М – достаточно большое число 

для исключения отрицательных зна

чений приоритета;

′ =z zi i
максимизация значений приоритета.

Расчет вероятностей осуществляется по анало

гичной формуле:

3 Most Total Successors – наибольшее число полных последователей 
работы.

НИР. Российский журнал управления проектами  (№ 3, 2014). 54:1424
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Недостатком обоих подходов к BRS является 

произвольный выбор поправочных слагаемых для 

минимизации значений приоритета и исключение 

возможности выбрать работу с нулевым значением 

приоритета в случае их максимизации (так как ве

роятность будет равна нулю).

Другим серьезным недостатком является неопре

деленность в выборе константы M, от которой ито

говые вероятности существенно зависят. Рассмотрим 

пример использования в качестве базового правила 

приоритета минимум полного резерва (SLK). Допу

стим, множество работпретендентов S на данном 

этапе состоит из 3 работ, имеющих резервы 0, 1, 3 

соответственно. Рассчитаем вероятности, с кото

рыми будут выбраны эти работы при различных 

значениях M (рис. 1).

3. Сэмплирование на основе 
скорректированных приоритетов

Другой важной вехой в развитии методов сэм

плирования стала работа немецкого исследователя 

Андреаса Дрексла [8], который, с одной стороны, 

нашел способ удачным образом обобщить методы 

смещенного сэмплирования, а с другой стороны, 

ввести два важных параметра, которые будут поро

ждать целые классы новых методов. Он предложил 

использовать корректировки для значений прио

ритетов, рассчитанных по фиксированному прави

лу, для того, чтобы избавиться от недостатков и 

ограничений, которые были присущи методам сме

щенного сэмплирования. Эти корректировки были 

достаточно универсальными, и поэтому метод Дрек

сла впоследствии был назван методом смещенного 

сэмплирования на основе скорректированных прио

ритетов (RBRS2).

Схема определения вероятностей состоит из 3 

этапов:

Этап 1. Первоначальная корректировка исходных 

значений приоритетов:

′ = − { }
∈

z z zi i
k S

kmin  — в случае максимизации зна

чений приоритета;

′ = { } −
∈

z z zi
k S

k imax  — в случае минимизации зна

чений приоритета.

Этап 2. Последующая корректировка:

′′= ′ +( )z zi i ε
α

 ,

где  и  — некоторые положительные параметры.

Этап 3. Вычисляем вероятности по формуле:

p
z

z
i

i

k
k S

=
′′

′′
∈
∑

.

 

Параметр  позволяет дать возможность всем 

работам (включая те, у которых максимальное или 

минимальное значение приоритета), которые могут 

выполняться на данном этапе, положительную ве

роятность, т.е. возможность быть выбранными. 

С помощью изменения параметра  появляется 

возможность повлиять на степень различия веро

ятностей работ. Действительно, в случае  = 0 по

лучаем ′ =zi 1  и равные вероятности выбора работ 

на каждом этапе, т.е. равномерное сэмплирование. 

В случае увеличения значения  вероятность выбо

ра наиболее приоритетной работы будет увеличи

ваться. В пределе будем иметь обычный конструк

тивный метод с детерминированным правилом 

приоритета. Таким образом, данный метод сэмпли

2 RegretBased Biased Random Sampling.

В работе [19] был разработан нормализованный 

метод смещенного сэмплирования (NBRS1), в котором 

в качестве константы M предлагается выбрать сум

му максимального и минимального значений из 

значений приоритетов работпретендентов. 

′ = { } − + { }∈ ∈z z z zi k S k i k S kmax min , если значение 

приоритета нужно минимизировать.

Но после такого преобразования, если в перво

начальном наборе значений приоритетов были нули, 

то они и останутся. Поэтому, если среди значений 

приоритетов есть хотя бы один ноль, авторы пред

лагают прибавить к каждому значению 1/
10

 мини

мального положительного значения приоритета, 

если такой имеется, и единицу, если такого нет. 

Последнее преобразование предполагает возведение 

итогового значения в некоторую степень , которая 

является параметром этого метода.

1 Normalized Biased Random Sampling.

Рис. 1. Зависимость вероятностей выбора работ 

в методе сэмплирования от значения M

Методы и инструменты управления проектами
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рования является наиболее универсальным, вклю

чающим большинство предыдущих методов.

Рассмотрим пример, который продемонстриру

ет зависимость вероятностей от значений приори

тетов и параметров сэмплирования. Допустим, ис

пользуемое правило приоритета – минимальный 

полный резерв работы (SLK). Допустим, что на 

некотором этапе нам необходимо выбрать работу 

из некоторого множества работпретендентов (удо

влетворяющих всем ограничениям), работы кото

рого имеют следующие значения резерва: 0, 1, 4. 

Так как больший приоритет получает работа с на

именьшим значением резерва, то скорректирован

ные значения приоритетов будут равны:

′ = − = ′ = − = ′ = − =z z z0 1 24 0 4 4 1 3 4 4 0; ; ,

где 4 – максимум из первоначальных значений 

приоритетов. 

Допустим, что  =1. Рассчитаем вероятности 

выбора этих работ при разных значениях  (рис. 2).

приоритетов работпретендентов следующим обра

зом:

ε
δ

=




min
,

положительное значение приоритета

если существуют положит. знач. приор. 1, иначе).

Здесь  – параметр (положительное число), ко

торый обычно выбирается равным: 1, 10, 100.

Такой метод получил название MRBRS/  (Modified 

RBRS) – модифицированный метод смещенного сэм

плирования на основе скорректированных приорите

тов с параметром .

На каждом шаге применения последовательной 

или параллельной схемы построения расписания  

может существенно отличаться, так как при его 

вычислении в числителе берется минимальное зна

чение приоритета только из работпретендентов.

Тщательное исследование влияния различных 

правил приоритета, схем формирования расписаний 

и различных параметров методов сэмплирования 

было предпринято немецкими исследователями 

Ширмером и Райзенбергом, авторами MRBRS [19]. 

Были получены следующие результаты:

• в методе RBRS с последовательной схемой лучше 

использовать  = 2,  а для параллельной  = 1;

• в методе MRBRS/1 с любой схемой лучше ис

пользовать  = 2;

• в методе MRBRS/10 с любой схемой лучше ис

пользовать  = 1;

• наиболее эффективными методами являются 

RBRS и MRBRS;

• с последовательной схемой лучше всего работа

ет правило LST (минимальное позднее начало 

работы, вычисленное по методу критического 

пути);

• с параллельной схемой лучше всего работает 

правило WCS (см. выше);

• параллельная схема уступает последовательной 

при большом количестве итераций в сэмплиро

вании.

4. Сэмплирование с адаптивной схемой 
управления

Одними из самых совершенных методов сэмпли

рования являются рассмотренные выше двухпара

метрические RBRS (зависящий от  и ) и MRBRS 

(зависящий от  и ). Первая попытка их улучшения 

была связана с одним вопросом: можно ли создать 

метод, который бы на основе характеристик про

екта сам бы определял наиболее эффективные зна

чения для обоих параметров?

Рис. 2. Вероятности выбора работ при разных значениях 

В работе [19] приводится пример, показывающий 

недостатки использования одного и того же значе

ния  для всех этапов применения схемы построения 

расписания. Допустим, на первом этапе необходи

мо выбрать из 2х работ, которые имеют значения 

приоритетов 1 и 9, а на втором этапе 10 и 90. Рас

считаем в обоих случаях вероятности, с которыми 

эти работы будут выбираться для  =1 (табл. 1).

Таблица 1

Влияние  на распределение вероятностей 

в зависимости от величины приоритетов

1й этап Приоритет z' z'' p

1я работа 1 0 1 10%

2я работа 9 8 9 90%

2й этап Приоритет z' z'' p

1я работа 10 0 1 1%

2я работа 90 80 81 99%

Для того чтобы избавиться от этого недостатка, 

в работе [19] предлагается рассчитывать  динами

чески, т.е. на каждом этапе выполнения схемы по

строения расписания в зависимости от значений 
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Такое исследование было проведено в 1996 г. для 

метода RBRS [11]. В качестве характеристик проек

та были выбраны [14]:

• Z – количество итераций при использовании 

метода сэмплирования;

• NC (network complexity) – отношение количества 

связей между работами к общему количеству 

работ;

• RF (resource factor) – среднее количество разных 

типов ресурсов, назначенных на одну работу;

• RS (resource strength) – коэффициент сложности 

ресурсных конфликтов.

Были получены четкие закономерности:

1)  чем больше число итераций Z, тем больше стоит 

сокращать  (в оригинале от бесконечности до 

1 при увеличении Z от 1 до 100). При Z  50 сто

ит выбирать  = 1;

2)  при Z < 10 стоит использовать параллельную 

схему формирования расписания, а при Z >10 — 

последовательную. При этом точка пересечения 

(10 в данном случае) зависит от RF.

Исходя из полученных результатов, был предло

жен метод адаптивного поиска ASP1, который в 

зависимости от Z подбирал , и в зависимости от 

RF проекта выбирал схему формирования расписа

ния:

• если RF  0,75, то используем параллельную схе

му при Z  10 и последовательную при Z > 10;

• если RF > 0,75, то всегда используем параллель

ную схему.

Выбор альфы:

Z 1 (1;5] (5;10] > 10

3 2 1

В работе Ширмера [17] было предложено ис

пользовать самообучающийся механизм определе

ния наилучших параметров CBR (CaseBased Reasoning) 

для методов сэмплирования. В результате его при

менения были выявлены интервалы параметров 

RBRS и MRBRS и их соответствие классам проектов 

(по RF, RS, Z и количеству работ в проекте), что 

позволило усовершенствовать метод ASP, описанный 

выше. Кроме того, были обнаружены следующие 

интересные эффекты, отчасти реабилитировавшие 

использование параллельных схем даже при большом 

числе итераций:

• увеличение количества работ в проекте ведет к 

повышению эффективности параллельной схемы;

• чем сложнее задача с точки зрения ресурсных 

конфликтов (RS и RF), тем эффективнее парал

лельные методы.

1 Adaptive Search Procedure.

В работе [20] было предложено в использовании 

сэмплирования применять прямую и обратную схе

мы формирования расписания. При этом получа

ется, что изменяется также и схема формирования 

расписания. Именно такой подход дал наилучшие 

результаты. Суть состоит в том, что на каждой ите

рации мы осуществляем несколько построений 

расписания:

• используем обратную параллельную схему с пра

вилом приоритета LFT, попутно формируя по

рядок следования работ для следующего этапа;

• используем прямую последовательную схему, в 

которой порядок работ был определен на пре

дыдущем этапе;

• применяем обратную последовательную схему, 

в которой порядок работ остался таким же, как 

и на предыдущих этапах.

Утверждается, что благодаря сохранению поряд

ка работ, который определяется всего один раз, три 

прохода проекта на каждой итерации с точки зрения 

вычислительной сложности можно считать за два. 

Экспериментальная проверка показала, что такой 

метод дает наилучшие результаты из всех методов 

сэмплирования и дает нам основание считать, что 

имеет смысл продолжить исследования в этом на

правлении, комбинируя различные схемы построе

ния расписаний и правила приоритета для разных 

итераций сэмплирования.

С начала XXI в. методы сэмплирования стали 

использоваться в сложных гибридных методах, со

четающих различные подходы к оптимизации про

должительности проекта в условиях ограниченных 

ресурсов (см., например, [18]). На сегодняшний 

день подобные методы являются наиболее эффек

тивными.

5. Методология исследования

Целью нашего исследования является сравни

тельный анализ эффективности применения раз

личных методов сэмплирования.

В данной работе будет использован массив про

ектов J30 из базы PSPLIB2  [15], сгенерированный 

с помощью программы ProGen [14; 7].

Все проекты множества J30 состоят из 30 работ. 

Выполнение работ прерывать нельзя. Для выпол

нения каждой работы требуется от 1 до 4 типов 

возобновляемых ресурсов. Каждый ресурс имеет 

ограничение в каждом периоде выполнения проек

та. Параметры каждого проекта определяются 48 

комбинациями значений NC, RF, RS, указанных в 

табл. 2. Определения параметров рассмотрены выше.

2 URL: http://www.omdb.wi.tum.de/psplib/main.html/
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Таблица 2

Значения параметров проектов множества J30

Параметр Значения

NC 1.5; 1.8; 2.1

RF 0.25; 0.5; 0.75; 1.0

RS 0.2; 0.5; 0.7; 1.0

В J30 для каждой из 48 комбинаций параметров 

содержится 10 проектов. Проекты, у которых RS = 1, 

не представляют содержательных задач, так как у 

них практически отсутствуют ресурсные конфликты, 

и их оптимальное решение получается сразу при 

расчете ранних сроков. Таких проектов 120, и мы 

их исключаем из статистики. Таким образом, ис

следования будут проводиться на 360 проектах.

Для каждого проекта создателями базы была 

вычислена оптимальная продолжительность, с ко

торой мы будем сравнивать продолжительность, 

которая у нас получится после применения того или 

иного метода. Будем рассчитывать отклонение в 

процентах от оптимальной продолжительности.

Все вычисления проводились на компьютере с 

4ядерным процессором Intel Core i5 3.4 GHz, под 

управлением Windows 8.1 в программе, написанной 

на языке C#.

6. Результаты исследований

Как было рассмотрено выше, одним из ключевых 

преимуществ методов сэмплирования, по сравнению 

с однопроходными конструктивными, является их 

способность генерировать новые расписания, ко

торые в пределе охватывают все возможные распи

сания (при использовании последовательной схемы). 

Построим график зависимости среднего отклонения 

от оптимумов по массиву J30 в зависимости от ко

личества итераций при использовании методов: а) 

равномерного сэмплирования (RAS); б) смещенно

го сэмплирования Купера (BRSC); в) смещенного 

сэмплирования на основе скорректированных при

оритетов (RBRS); г) модифицированного RBRS 

(MRBRS/10). В качестве базовой схемы формиро

вания расписания рассмотрим прямую последова

тельную схему с правилом приоритета LST. В этом 

исследовании метод RAS играет очень важную роль, 

так как отражает самый неэффективный метод по

иска оптимального решения. Величина отклонения 

от RAS покажет качество и целесообразность при

меняемых правил (рис. 3).

Видно, что наиболее качественными методами 

из примененных выше являются RBRS и MRBRS/10. 

Стоит отметить, что данный результат будет таким 

же при использовании других схем и правил прио

ритета, а также при использовании других множеств 

проектов (J60, J90 и J120). Важным моментом яв

ляется быстро затухающая скорость приближения 

к оптимальному решению: в первые несколько ите

раций удается очень существенно сократить про

должительность проекта, но чем больше итераций, 

тем трудней становится улучшить решения.

С использованием метода RBRS при количестве 

итераций, равном 100 тыс., удалось достичь сред

него отклонения 0,32%, при этом оптимальное ре

шение было найдено для 310 проектов из 360 (86%). 

За следующие 100 тыс. итераций удалось найти еще 

6 оптимальных решений и сократить среднее от

клонение до 0,27%. За 500 тыс. итераций количество 

найденных оптимальных решений составило 324 

при среднем отклонении от оптимальных решений 

Рис. 3. Среднее отклонение от оптимальных решений разных методов сэмплирования (Serial LST)
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0,20%. Скорость сходимости к оптимальному ре

шению для RBRS можно увидеть на рис. 4. Видно, 

что эффективный диапазон итераций в данном 

случае составляет не более 60. Большее количество 

итераций в среднем приводит к ничтожным улуч

шениям расписания, которые практически не име

ют значения для менеджера проекта.

Другой важный тест касается использования 

различных схем построения расписания. При этом 

с последовательной схемой использовалось одно из 

лучших правил для данной схемы: LST. Для парал

лельной схемы – одно из лучших именно для па

раллельных схем WCS (см. выше). Результаты пред

ставлены на рис. 5.

Важным результатом является более качествен

ная работа параллельной схемы при небольшом 

количестве итераций и более качественная работа 

последовательной схемы при большом количестве 

итераций. Этот эффект обычно объясняют тем, что 

пространство допустимых решений, получаемых с 

помощью параллельной схемы, ýже пространства 

решений последовательной схемы. Более того, оп

тимальное решение может не содержаться в про

странстве решений, полученных параллельной схе

мой. Однако такая картина существенно зависит от 

величины RF проектов. При больших значениях RF, 

параллельная схема оказывается эффективнее во 

всем диапазоне значений Z.

Оценим также эффективность использования 

правил приоритета SLK и WCS вместе с параллель

ной схемой построения расписания в методе RBRS 

(рис. 6).

Интересным фактом является высокое качество 

правила WCS, которое также является лучшим для 

Рис. 4. Зависимость среднего отклонения и СКО от количества итераций для RBRS

Рис. 5. Влияние схемы построения расписания (RBRS)
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Priority Rule Serial, 
Forward

Serial, 
Backward

Parallel, 
Forward

Parallel, 
Backward

EST X X X X

EFT X X X X

SPT X X X X

LPT X X X X

MTS X X X X

GRPW X X X X

RED X X X X

На каждой итерации сэмплирования с исполь

зованием метода RBRS будем определять улучшения 

расписаний для всего массива проектов J30 по каж

дому из 46 методов. В результате максимальную 

скорость снижения  средней продолжительности 

проектов J30, которая только может быть получена, 

путем комбинаций представленных в табл. 3 схем 

и правил приоритета.

На рис. 7 представлены результаты работы такой 

системы. В левой части отображены схемы и пра

вила приоритета, примененные на разных итераци

ях, в правой – зависимость отклонений от опти

мальных решений от количества итераций (Compound). 

Неожиданным результатом стало отсутствие в спи

ске примененных схем правил, которые плохо ра

ботают в однопроходных конструктивных методах 

(SPT, LPT, RED и т.д.). Также стоит отметить не

большое количество использованных обратных схем 

формирования расписаний. Неожиданным также 

стало то, что после 60 итераций все последующие 

однопроходных конструктивных методов при ис

пользовании параллельной схемы. При этом раз

ница WCS и SLK не существенна, но WCS требует 

значительно бóльших вычислительных затрат. Так

же можно сказать, что правила приоритета, которые 

дают плохие результаты для однопроходных кон

структивных, также плохо работают и в паре с ме

тодами сэмплирования.

В работе метода сэмплирования участвует схема 

построения расписания с некоторым правилом при

оритета. Наша гипотеза состоит в том, что можно 

существенно повысить результативность сэмпли

рования, путем применения на разных его итера

циях разных базовых правил приоритета и схем 

формирования расписаний. Для ее проверки построим 

систему, которая отберет для нас наилучшие пра

вила приоритета и схемы на различных итерациях. 

Будем рассматривать 46 комбинаций правил 

приоритета и схем, представленных в табл. 3. Под

робное описание этих правил можно найти в [2].

Таблица 3

Комбинации правил приоритета 

и схем формирования расписаний

Priority Rule Serial, 
Forward

Serial, 
Backward

Parallel, 
Forward

Parallel, 
Backward

WCS X X

IRSM X X

ACS X X

SLK X X X X

LST X X X X

LFT X X X X

Рис. 6. Эффективность RBRS в зависимости от правила приоритета для параллельной схемы

Окончание табл. 3
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правила приоритета были только WCS. Если исклю

чить WCS, IRSM и ACS из списка правил, которые 

можно применять вместе с сэмплированием, то при 

количестве итераций больше 78 мы встречаем толь

ко правило RND – случайный выбор приоритетов. 

Это означает, что преимущества использования 

различных правил проявляются только на первых 

60 итерациях. Важным результатом также является 

то, что при больших значениях итераций параллель

ная схема оказывается эффективнее последовательной.

В методе построения списка схем и правил при

оритета, примененном выше, отбор правил и схем 

осуществлялся на основе конкретных расписаний, 

полученных с помощью датчика случайных чисел, 

на основе перечисленных выше правил. Другими 

словами, остается возможность того, что если за

фиксировать использование полученных схем и 

правил и повторить сэмплирование с этими фик

сированными правилами еще раз, то результаты 

окажутся значительно хуже. Такой эксперимент был 

нами проведен. В качестве базовых методов сэм

плирования циклически использовалось 10 схем, 

представленных на рис. 7. Результаты оказались 

примерно такими же, существенно превышающими 

результаты сэмплирования с использованием од

ного метода (даже самого лучшего).

Заключение

Методы сэмплирования являются естественным 

развитием конструктивных однопроходных правил 

приоритета, позволяющих существенно улучшить 

характеристики проекта за первые 60 итераций.  

В результате исследований эффективности этих 

методов было выявлено:

1)  после 60 итераций использование сложных ме

тодов сэмплирования мало отличается от слу

чайной генерации допустимых расписаний;

2)  параллельная схема более эффективнаее после

довательной даже при больших значениях коли

чества итераций;

3)  следует комбинировать последовательные и па

раллельные схемы с различными правилами при

оритета на первом этапе применения сэмплиро

вания – это позволяет существенно улучшить 

общие показатели метода;

4)  существует лишь ограниченный набор лучших 

правил приоритета (WCS, SLK, MTS, LST, LFT), 

другие правила использовать нецелесообразно;

5)  правило приоритета WCS (с параллельной схемой) 

является самым эффективным правилом прио

ритета для метода RBRS.

В качестве направлений для дальнейших иссле

дований сформулируем гипотезу: изменение пара

метра «альфа» метода RBRS в зависимости от ите

рации, позволит еще больше улучшить показатели 

сэмплирования.
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